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ЭЛЕМЕНТЫ МАТЭМАТЫЧНАГА АНАЛІЗУ НА ФАКУЛЬТАТЫЎНЫХ 
ЗАНЯТКАХ ПА МАТЭМАТЫЦЫ 
Адной з асноўных мэтаў выкладання элементаў матэматычнага аналізу ў школе 
з’яўляецца навучанне вучняў некаторым прыкладанням вытворнай.  
Неабходна адзначыць, што ў школьнам курсе матэматыкі практычна не разглядаюцца 
алгебраічныя прыкладанні вытворнай. Пад алгебраічнымі прыкладаннямі вытворнай мы 
разумеем прыкладанні яе да рашэння задач, якія адносяцца традыцыйна да алгебраічных. 
Вядома, што вытворная паспяхова можа выкарыстоўвацца пры пераўтварэнні алгебраічных 
выразаў, раскладанні на множнікі, доказе тоеснасцей, вылічэнні сум, рашэнні раўнанняў, 
няроўнасцей і сістэм, доказе няроўнасцей, рашэнні задач з параметрамі і г. д. 
У дадзеным артыкуле разгледзім толькі пытанне выкарыстання вытворнай пры доказе 
тоеснасцей і няроўнасцей. 
У аснове гэтых прыкладанняў ляжыць тэарэма Лагранжа і вынікі з яе. 
У дадзеным артыкуле прыводзім фармулёўку тэарэмы Лагранжа ў той форме, у якой яна 
выкладаецца ў вучэбным дапаможніку [ ]1 . 
Тэарэма Лагранжа. Калі функцыя ( )xfу =  непарыўная на адрэзку [ ]bа  ;  і 
дыферэнцавальная на інтэрвале ( )ba  ; , то знойдзецца, прынамсі, адзін пункт ( )bac  ;∈ , што 
справядлівая роўнасць: 
( ) ( ) ( )( )abcfafbf −=− ' .     (1) 
Нагляднае тлумачэнне справядлівасці формулы Лагранжа (1), г.зн. формулы 















Вынік 1 (прымета сталасці функцыі). Няхай функцыя f непарыўная на прамежку Х  і 
дыферэнцавальная  ўнутры гэтага прамежку. Тады для таго, каб функцыя f была сталай на 
прамежку Х, неабходна і дастаткова, каб унутры прамежку Х  
.)х('f 0=  
Вынік 2. Калі функцыі ϕ  і ψ  непарыўныя на прамежку Х  і маюць аднолькавыя 
вытворныя ўнутры гэтага прамежку, то яны адрозніваюцца толькі пастаянным складнікам. 
Прымета манатоннасці функцыі таксама з’яўляецца вынікам тэарэмы Лагранжа. У 
школьным падручніку [ ]3  яна прыводзіцца асобна ў выглядзе тэарэмы. 
Вынік 3 (прымета манатоннасці функцыі). Калі функцыя f непарыўная на прамежку Х, і 
яе вытворная дадатная (адмоўная) унутры гэтага прамежку, то функцыя f нарастае (спадае) на 
прамежку Х.  
Разгледзім некалькі прыкладаў на непасрэднае выкарыстанне тэарэмы Лагранжа пры 
доказе няроўнасцей. У працэсе рашэння такіх задач разглядаецца функцыя ( )xf  на адрэзку 
[ ]bа  ; , якая задавальняе ўмовам тэарэмы Лагранжа, для яе запісваецца формула 





, дзе ( )b ;ac∈ , і ацэньваецца ( )с'f . 




хе х ++≥  пры 0≥х  [ ]4 . 
Рашэнне. Разгледзім функцыю ( )
2
2x
еxf x −=  на адрэзку [ ]b ;0 , дзе b – любы дадатны 
лік. Для дадзенай функцыі на адрэзку [ ]b ;0  выконваюцца ўмовы тэарэмы Лагранжа і, значыць, 
існуе ўнутраны пункт с гэтага адрэзку, такі, што 






































. Адсюль атрымліваем, што bbеb ≥−− 1
2
2
, а значыць, 
2
1
2bbеb ++≥  для любога 





хе х ++≥  пры 0>x , а ўлічваючы, што пры 0=x  няроўнасць таксама 




хе х ++≥  пры 0≥х . 








− ln , калі ab <<0 . 
Доказ. Функцыя ( ) xxf ln=  на адрэзку [ ]ab  ;  задавальняе ўсім ўмовам тэарэмы Лагранжа, 
таму скарыстаўшы формулу Лагранжа будзем мець 
( )bа
c
bа −=− 1lnln , дзе acb << . 








− ln . 
Далей разгледзім шэраг прыкладаў на выкарыстанне вынікаў 1 і 2. Іх можна 
выкарыстоўваць пры доказе тоеснасцей, у прыватнасці, пры вывадзе формул элементарнай 
матэматыкі. 
Пры рашэнні такіх задач на некаторым прамежку разглядаецца ці адна функцыя ( )xf , 
такая, што яе вытворная ( ) 0=x'f  і, значыць, функцыя сталая, г.зн. мае выгляд ( ) сxf = , або 
дзве функцыі ( )xf  і ( )xg , такія, што ( ) ( )x'gxf =' , і робіцца вывад, што ( ) ( ) сxgxf += , дзе с − 
канстанта. Гэтую канстанту знаходзяць, калі меркаваць х роўным некатораму значэнню 1х . 














1sin2 4 −=−  




1sin2 4 +−−=  
Знойдзем вытворную гэтай функцыі. Маем: 
( ) ( )
( ) .xxxxx
xxxxxxxxx'f












1sin2)( 4 cxxxxf =+−−=  





1sin2 4 −=−  
Прыклад 4. Даказаць вядомыя з элементарнай матэматыкі формулы: 
а)
2
2cos1sin 2 xx −=  (не карыстаючыся асноўнай трыганаметрычнай тоеснасцю); 
б) [ ][ ]41 ;1  ,  
2








− [ ).;0 +∞∈x  





2cossin)( 2 −+= xxxf  
Вытворная гэтай функцыі для любога );( +∞−∞∈x  роўная нулю: 
.02sin2sin2sincossin2)(' =−=−= xxxxxxf  















Для знаходжання канстанты с знойдзем значэнне функцыі f, напрыклад, у пункце 0. 
Тады атрымаем с=0. 




1sin 2 =−+ xx  
г.зн.           .
2
2cos1sin 2 xx −=  
б) Разгледзім функцыю ,
2
arccosаrcsin)( π−+= xxxf  вызначаную на адрэзку [ ].;11−  













xf  )1;1(−∈x . 
На падставе прыметы сталасці функцыі робім высновы, што constхf =)( , г.зн.  
.
2
arccosаrcsin)( сxxxf =−+= π  
Калі ў атрыманую роўнасць падставіць х=0, то атрымаем, што с=0. Такім чынам, 
2
arccosаrcsin π=+ xx , калі .11 ≤≤− x  



















































































 пры .0≥x  
Для знаходжання с лічым, напрыклад, х=1, атрымліваем 0arctg120arccos =−=с . 
Заўважым, што прапануемы спосаб доказу формул б) і в) прыкладу 4 значна прасцейшы, 
чым традыцыйны. Гэта падкрэслівае мэтазгоднасць выкарыстання вытворнай пры рашэнні 
алгебраічных задач, у прыватнасці, пры доказе тоеснасцей. Безумоўна, неабходнай умовай 
прапанаванага доказу з’яўляецца веданне навучэнцамі адваротных трыганаметрычных функцый 
і іх вытворных. 
Пазнаёміць вучняў з адваротнымі трыганаметрычнымі функцыямі, а затым пры дапамозе 
тэарэмы аб вытворнай адваротнай функцыі атрымаць формулы вытворных адваротных 
трыганаметрычных функцый можна аналагічным чынам, як і ў вучэбным дапаможніку [ ]1 . 
Такім жа чынам можна даказаць і некаторыя іншыя важныя формулы, якія разглядаюцца 
ў школьным курсе матэматыкі. 
Прыклад 5. Даказаць формулу  xkx a
k
a loglog =  ).1,0,0( ≠>> aax  
Доказ. Разгледзім функцыю ,loglog)( xkxxf a
k




















Такім чынам, на прамежку ( )+∞;0  разглядаемая функцыя з’яўляецца сталай: 
.loglog)( cxkxxf a
k
a =−=  
Для знаходжання канстанты с знойдзем значэнне функцыі f у пункце х=1. Атрымаем 
с=0. Значыць, xkx a
k
a loglog = ( ).x 0>  

















=  пры .x 0<  
Доказ. Разгледзім дзве непарыўныя на прамежку ( )0 ;∞−  функцыі 













= , ( )


























= , і тады ( ) ( )х'gx'f = . На падставе выніку 2 
маем ( ) ( ) схgxf += , дзе с − канстанта. Для знаходжання с лічым, напрыклад, х=−1, атрымаем 
( ) c+=−
2







−=   








= пры .x 0<  
Паняцце вытворнай можа паспяхова выкарыстоўвацца і пры доказе няроўнасцей. 
Універсальнага метаду доказу няроўнасцей не існуе. Поспех пры доказе той ці іншай 
няроўнасці залежыць ад трапнага выбару метаду. 
Пры доказе няроўнасцей карыстаюцца наступнымі метадамі: ацэнка знака рознасці, 
метад тоеснага пераўтварэння частак няроўнасці, метад апорных няроўнасцей, метад 
узмацнення няроўнасцей, падвышэнне частак няроўнасці ў ступень, доказ ад адваротнага, доказ 
метадам поўнай індукцыі, доказ метадам матэматычнай індукцыі. 
У дадзеным артыкуле мы абмяжуемся толькі разглядам пытання пра выкарыстанне 
вытворнай пры доказе няроўнасцей. Прымяненне вытворнай для доказу няроўнасцей часцей за 










Прыклад 7. Пры якіх неадмоўных значэннях х мае месца няроўнасць xe x 212 +≥ ? 
Рашэнне. Разгледзім функцыю ,xe)x(f x 212 −−=  вызначаную для х≥0. Знойдзем яе 
вытворную )(' xf : 
.22)(' 2 −= xexf  
022)(' 2 >−= xexf  пры ўсіх .x 0> Такім чынам, дадзеная функцыя на разглядаемым прамежку 
нарастае. Паколькі 0)0( =f  і )(xf  – нарастальная функцыя, то 0≥)x(f  пры ўсіх неадмоўных 
значэннях х, што раўназначна даказваемай няроўнасці. 









































У кожным пункце прамежку );0( +∞  0)(' >хf , таму на прамежку [ )0 +∞;  функцыя f(x) 
нарастае. Сваё найменшае значэнне функцыя f(x) прымае ў пункце х=0, г.зн. f(0)=0. Для любога 






xx  пры х≥0. 
Прыклад 9. Даказаць няроўнасць 
)1(1 −>− xx αα  пры 2≥α , 1>x . 
Доказ. Разгледзім непарыўную на прамежку [ )+∞;1  функцыю  











( ) ( )1' 11 −=−= −− αα ααα xxxf  
пры +∞<< x1  і 2≥α  прымае дадатныя значэнні. 
Значыць, функцыя ( )xf  нарастае на прамежку [ )+∞;1  і на ім ( ) ( ).1fxf >  
Улічваючы, што ( ) 01 =f , будзем мець 0)1(1 >−−− xx αα . Такім чынам, )1(1 −>− xx αα , 
калі 2≥α , 1>x . 
Прыклад 10. Даказаць няроўнасць 
xx ln1 αα +≥ , калі 0>x , 0>α . 
Доказ. Разгледзім функцыю  
( ) xxxf ln1 αα −−= . 
Вытворная 
( ) ( )1' 1 −=−= − αα ααα x
xx
xxf  
роўная нулю пры х=1. Паколькі 0>α , то ( ) 0' <xf , калі ( )1 ;0∈x  і ( ) 0' >xf  пры ( )∞+∈  ;1x . 
Такім чынам, у пункце х=1 функцыя ( ) xxxf ln1 αα −−=  мае мінімум, які адначасова 
з’яўляецца найменьшым значэннем функцыі на ),0( +∞ . 
Значыць, для ўсіх 0>x  ( ) ( )1fxf ≥ , але ( ) 01 =f , таму 0ln1 ≥−− xx αα , г. зн. 
.ln1 xx αα +≥  
Прыклад 11. Даказаць, што пры 0<x  мае месца няроўнасць 
( ) xx eexx −<++ −21ln2 . 
Доказ. Функцыя  
( ) ( ) xx eexxxf −−+++= 21ln2  


































большая за нуль пры любых рэчаісных значэннях ( )0 ;∞−∈x , значыць, функцыя нарастае на 
прамежку ( ]0;∞− . 
Паколькі ( ) 00 =f , то для любых 0<х  выконваецца няроўнасць ( ) ( )0fxf < , а значыць 
( ) .1ln2 2 xx eexx −<++ −  
Прыклад 12. Даказаць, што пры 10 ≤≤ p  і любых дадатных a і b мае месца няроўнасць 
( ) ppp babа +≤+ . 
Доказ. Калі 0=p  або 1=p , то мае 11= , baba +=+  адпаведна. Няхай 10 << p . 


















( ) pp xx +≤+ 11 , 
дзе 
b
ax = . 
Разгледзім функцыю pp xxxf )1(1)( +−+= , х≥0. 

















будзе дадатнай, бо, згодна з умовай, 01 >− p  і 0>х . Такім чынам, на прамежку [ )0 +∞;  
функцыя нарастае, г.зн. 










Прыклад 13. Даказаць наступную тэарэму Гюйгенса: калі np  і nP  – перыметры 





2 RPp nn π>+  
Доказ. Спачатку адзначым, што 
n
Rnpn




















і няроўнасць прыме выгляд 
nnn
πππ 3tgsin2 >+ . 
Дакажам больш агульную няроўнасць 
xxx 3tgsin2 >+ ,  
2
0 π<< x , 
з якой і будзе вынікаць тэарэма Гюйгенса. 
Разгледзім функцыю 
( ) xxxxf 3tgsin2 −+= . 
Вытворная гэтай функцыі мае выгляд 
( )


































0 π<< x  0cos1 >− x , 0cos2 >x  і ( ) 0cos1coscos1cos2cos1 22 >−+−=−+ xxxxx , таму 
















Улічваючы, што ( ) 00 =f , будзем мець 03tgsin2 >−+ xxx . Такім чынам, даказалі, што 
xxx 3tgsin2 >+ , калі 
2
0 π<< x . 
Прыклад 14. Даказаць, што няроўнасць [ ]5 ,4  
abccba 3333 ≥++  
мае месца для любых дадатных значэнняў а, b і с. 
Доказ. Без абмежавання агульнасці можна лічыць, напрыклад, што cba ≤≤<0 . 
Разгледзім функцыю ( ) xbccbxxf 3333 −++= , bx <<0 . 
Паколькі ( ) ( )bcxx'f −= 23 , то ( ) 0<x'f  пры cbx ≤<<0 . Адсюль вынікае, што функцыя 
( )xf  спадае на адрэзку [ ]b ;0 . Такім чынам, ( ) ( )bfaf ≥ , г.зн. 
cbcbabccba 233333 323 −+≥−++ . 
Разгледзім цяпер другую дапаможную функцыю ( ) cxcxxg 233 32 −+= , cx <<0 . Маем, 
што ( ) ( )cxxx'g −= 6 . Адсюль вынікае, што ( ) 0<x'g  пры cx <<0 , і, значыць, функцыя ( )xg  
спадае на адрэзку [ ]c ;0 . Такім чынам, ( ) ( )cgbg ≥ , г.зн. 
cccccbcb 233233 3232 −+≥−+ =0. 
Тады і  
03333 ≥−++ abccba . 






xх xх <  і 12 21






xх xх >  і 12 21










Доказ. Разгледзім непарыўную на прамежку ( )∞+ ;0  функцыю ( )
x
xxf ln= . Паколькі яе 
вытворная ( ) 2
ln1'
x
xxf −=  роўная нулю пры х=е, а пры ex <<0  ( ) 0' >xf  і ( ) 0' <xf  пры ex > , 
то на прамежку ( ]е;0  функцыя ( )xf  нарастае, на прамежку [ )+∞;е  − спадае. Тады для любых 






















xx xx < . 















<  памножыць на здабытак 021 >хх , то атрымаем 2112 lnln xхxх < , 
12
21 lnln
хх xx < , адкуль і будзем мець 12 21
xx xх < . 














xх xх >  і 
12
21
xx xх > . 
Даказаныя ў прыкладзе 15 няроўнасці можна выкарыстоўваць пры параўнанні лікаў і 
пры доказе лікавых няроўнасцей. 
Прыклад 16. Параўнаць ( ) 0ctg48048tg  і ( ) 0ctg500tg50 . 
Рашэнне. Адзначым, што 
15
































xx xx < , 
































Прыклад 17. Параўнаць лікі 1000600  і 6001000 . 
Рашэнне. Будзем карыстацца няроўнасцю 12 21
xx xх > , калі 21 xxe <≤ . Мяркуючы, што 
6001 =х  і 10002 =х , маем 1000600 <<e , значыць, 
1000600 > 6001000 . 
Прыклад 18. У арыфметычнай і геаметрычнай прагрэсій лік элементаў і крайнія 
элементы адпаведна аднолькавыя, і ўсе элементы прагрэсій дадатныя. Даказаць, што ў 
арыфметычнай прагрэсіі сума членаў большая, чым у геаметрычнай [ ]6 . 
Доказ. Абазначым першы элемент прагрэсій праз а, суму n элементаў арыфметычнай 
















дзе d – рознасць арыфметычнай прагрэсіі, а q – назоўнік геаметрычнай прагрэсіі. З умовы 
задачы вынікае, што 0>q , 1≠q . 




















Патрэбна даказаць няроўнасць 
( ) 11 ...1
2
1 −− +++>+ n
n
qqqn  
пры 10 << q  і пры 1>q . 
Будзем карыстацца метадам матэматычнай індукцыі. 










Дапусцім, што праўдзівым з’яўляецца няроўнасць 
( ) ( )11 ...121 −− +++>+ nn qqqn , 
і дакажам, што пры гэтым меркаванні мае месца няроўнасць 
( )( ) ( )nn qqqn +++>++ ...1211 . 
Згодна з нашым дапушчэнем 
( )( ) ( ) ( )
( ) ( )
( ) ( ) .11...12         


















Разгледзім функцыю ( ) ( ) .11 1 +−−= −nn nqqnqf  Яе вытворная 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ).1111' 221 −−=−−−= −−− qqnnqnnqnnqf nnn  Калі 10 << q , ( ) 0' <qf . Пры 1>q  
( ) 0' >qf . Такім чынам, функцыя ( )qf  спадае на інтэрвале ( )1 ;0  і нарастае на прамежку 
( )∞+ ;1 . Улічваючы, што ( ) 01 =f , атрымліваем ( ) 0>qf  для ўсіх 0>q  ( )0≠q . Значыць, 
праўдзівай будзе няроўнасць 
( )( ) ( )nn qqqn +++>++ ...1211 . 
Пры дапамозе метаду матэматычнай індукцыі мы даказалі, што nn SS '> . 
Падводзячы вынікі, можна адзначыць, што выкарыстанне вытворнай пры рашэнні 
алгебраічных задач, на наш погляд, узмацняе прыкладную накіраванасць школьнага курса 
матэматыкі, а таксама унутрыпрадметныя сувязі, развівае функцыянальныя ўяўленні вучняў, 
актывізуе іх пазнавальную дзейнасць. Усё гэта спрыяе павышэнню матэматычнай падрыхтоўкі  













Практыкаванні для самастойнага рашэння 
Пры дапамозе формулы Лагранжа даказаць наступныя няроўнасці: 
1. 2121 sinsin xxxx −≤−  пры любых рэчаісных 1x  і 2x . 







 пры .x 0>  







5. ( ) ( )yxpxyxyxpy pppp −≤−≤− −− 11 , калі xy <<0  і 1>p . 
Указанне: прымяніць формулу Лагранжа да функцыі pz  на адрэзку [ ]хy  ; . 
Даказаць наступныя тоеснасці: 





сossin xxxx −+=+ . 
7. ( ) xxxx 2266 cossin3сossin1 =+− . 











































































































































Даказаць наступныя няроўнасці: 
14. xxx sin23tg +> , калі 
2
0 π<< x . 
15. 
6




3xxx +> , калі 
2





33 xxxxx −<<− , ( ]1 ;0∈x . 
18. xxxx <<− sin
6
3









 + , 0≥x , 0≥y , Nn∈ . 
20. ( ) ( )βββααα
11
yxyx +>+ , 0>x , 0>y , βα <<0 . 
21. 3344 abbabа +≥+ . 
22. ( ) ( )2222 3 cbacbа ++≤++ . 






















 π  большы? 
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